Cizge Teorisi (#1): Agaclar

Cizgeler
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https://youtu.be/ MF8325BKNBM

Alstirmalar

1. Asgagidaki c¢izgelerden hangileri agagtir?

a. G=(V,E)ile V ={a,b,c,d,e} ve
E = {{a,b},{a,e},{b,c}, {c,d}, {d, e}}
b. G=(V,E)ile V ={a,b,c,d,e} ve
E = {{a,b},{b,c},{c,d},{d, e}}
c. G=(V,E)ile V ={a,b,c,d, e} ve
E = {{a,b},{a,c},{a,d},{a, e}}
d. G=(V,E)ile V ={a,b,c,d,e} ve E = {{a,b},{a,c},{d, e}}
2. Asagidaki derece dizileri i¢in, bunun her zaman bir agacin derece dizisi olup olamayaca-
gina, asla olamayacagina veya olabilecegine karar verin. Unutmayin, bir derece dizisi,

bir ¢izgedeki tiim kogelerin derecelerini (kogeye bitigik kenar sayis1) artmayan sirayla
listeler.
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3. Asagidaki derece dizileri i¢in, bunun her zaman bir agacin derece dizisi olup olamayaca-
gina, asla olamayacagina veya olabilecegine karar verin. Cevaplarinizi gerekgelendirin.

a. (3,3,2,2,2)


https://youtu.be/MF8325BKNBM

b. (3,2,2,1,1,1)
c. (3,3,3,1,1,1)
d. (4,4,1,1,1,1,1,1)

@ ipucu

Dikkatli olun: cizgeler baglantili olmayabilir.

4. v kose ve e kenara sahip bir ¢izgeniz oldugunu ve v = e+1 kosulunu sagladigini varsayalim.
Bu ¢izge bir aga¢ olmak zorunda midir? Cevabinizi kanitlayin.

@ ipucu

Ikinci ahstirmaya bakiniz.

5. v kose ve e kenara sahip herhangi bir ¢izgenin (mutlaka bir agag olmasi gerekmez) v >
e + 1 kogulunu saghyorsa, baglantili olmayacagim kanitlayin.

@ ipucu

Celigkiyle kanit yontemini deneyin ve ¢izgenin bir kapsayan agacini diigiiniin.

6. Eger v koge ve e kenara sahip bir G ¢izgesi baglantiliysa ve v < e+ 1 kogulunu sagliyorsa,
bir déngii icermek zorunda midir? Cevabinizi kanitlayin.

7. Bir ormamn (forest), dongii icermeyen bir ¢izge olarak tanimliyoruz.

a. Bunun neden iyi bir isim oldugunu agiklayin. Yani, bir ormanin neden agagclarin
birlegsimi oldugunu aciklayin.

b. F, m agac¢ ve v kogeden olugan bir orman olsun. F' ka¢ kenara sahiptir? Aciklayin.

c. v koge ve e kenara sahip herhangi bir G ¢izgesi v < e 4+ 1 kogulunu saghyorsa, bir
dongii igermek zorunda oldugunu (yani bir orman olamayacagini) kamtlaymn.

@ ipucu

(b) kismu igin, baz1 basit 6rnekler denemek size formiilii verecektir. Daha sonra bunun
dogru oldugunu kamitlamaniz yeterli olacaktir.

8. Bir c¢izge, ancak ve ancak herhangi iki koge arasinda en fazla bir yol varsa bir ormandir.
Her iki yon igin de karsit tersini kullanarak kanit yapin (geligkiyle kamt degil).



@ ipucu

Videoda kanitini verdigimiz énermenin kanitini incelemek, ihtiyaciniz olanin ¢ogunu size
verecektir, ancak yalnizca ilgili kisimlar1 verdiginizden ve geligkiyle kanit kullanmadigi-
nizdan emin olun.

9. Her agacin iki pargal (bipartite) oldugunu minimal su¢lu yontemiyle dikkatlice kanitla-
yin.

@ ipucu

Burada minimalite, koge sayisi agisindan olmalidir. Eger bir minimal karsi 6rneginiz
varsa ve bir yaprak kogeyi cikarirsaniz, elde edilen ¢izge daha kiiciik bir agac olacaktir,
bu yiizden...

10. Asagida ¢izilmis olan agaci diigiiniin.
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a. e kogesini kok olarak belirledigimizi varsayalim. Her kogenin ¢ocuklarini, ebeveynlerini
ve kardeglerini listeleyin. e disinda herhangi bir késenin torunu var midir?

b. e’nin kok olarak secilmedigini varsayalim. Kok kdse se¢cimimiz, e’nin sahip oldugu cocuk
sayisini degigtirir mi? Torun sayisini degistirir mi? Her birinden kag tane vardir?

c. Aslinda, agactaki herhangi bir késeyi se¢in ve bunun kok olmadigin varsaymn. Bu kogenin
cocuk sayisinin, hangi kogenin kok olduguna baglh olmadigini agiklayin.

d. Onceki kisim diger agaclar icin de gecerli midir? Bunun gecerli oldugu farkli bir agac or-
negi verin. Ardindan bunun her zaman gegerli oldugunu kanitlayin veya gegerli olmadig:
bir agag¢ 6rnegi verin.

@ ipucu

Eger e kok ise, b'nin i gocugu olacaktir (a, ¢ ve d), bunlarin hepsi kardegtir ve ebeveynleri
b’dir. a’min hig cocugu olmayacaktir.
Genel olarak, bir koge kok degilse, kag cocuga sahip olacagini nasil belirleyebilirsiniz?

11. T, u, v ve w kogelerini (ve muhtemelen digerlerini) igeren koklii bir agag olsun. Eger w,
hem w hem de v’nin soyu ise, o zaman w, v’nin soyudur veya v, u'nun soyudur. Bunu
kanitlayin.



12. Eger zaten bir agag degilse, verilen bir G ¢izgesinin birden fazla kapsayan agaci olacaktir.
Bunlar ne kadar benzer veya farkli olmalidir?

a. Verilen bir ¢izgenin tiim kapsayan agaclari birbirine izomorfik olmak zorunda midir?
Nedenini acgiklayin veya bir karsi 6rnek verin.

b. Verilen bir ¢izgenin tiim kapsayan agaglar: ayni sayida kenara sahip olmak zorunda
midir? Nedenini aciklayin veya bir kars: érnek verin.

c. Bir ¢izgenin tim kapsayan agaclari ayni sayida yapraga (derecesi 1 olan kogelere)
sahip olmak zorunda midir? Nedenini agiklayin veya bir kargi 6rnek verin.

13. Asagidaki ¢izgenin tiim kapsayan agaclarini bulun. Kag farkh kapsayan agac vardir? Izo-
morfizm agisindan kag farkli kapsayan agag vardir (yani, tiim kapsayan agaclar: izomorfik
olanlara gore gruplarsaniz, kag grup elde edersiniz)?

14. Tam olarak 7 farkli kapsayan agaca sahip bir ¢izge 6rnegi verin. Bu kapsayan agaclarin
bazilarinin veya tiimiiniin izomorfik olmasi kabul edilebilir.

@ ipucu

7 kenara sahip bir 6érnek vardir.

15. Kendisi bir aga¢ olmayan her baglantili ¢izgenin en az iig farkl (ancak izomorfik olabilir)
kapsayan agaca sahip olmasi gerektigini kanitlayin.

@ ipucu

Onceki alistirma yardimer olacaktir.

16. Bir cizgenin her kapsayan agacinda bulunmas: gereken kenarlar: diiglinin. Her ¢izgenin

bdyle bir kenar: olmak zorunda midir? Tam olarak bir tane boyle kenara sahip bir ¢izge
ornegi verin.



@ ipucu

Boyle bir kenar, eger cikarilirsa ¢izgeyi baglantisiz hale getirir. Bu tiir bir kenara sahip
gizgelere 1-baglantili (1-connected) denir.
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